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                                                                                                       Посвящается А.Волохонскому

1. ВВЕДЕНИЕ. 

Восприятие мелодии происходит сразу в двух масштабах времени: в масштабе единиц ритма и в масштабе интонируемых частот. Эффективное время единиц ритма составляет (от ≈ 10о) до 10-1 сек, эффективное время единиц интонирования - от 10-1 до 10-5 сек.
 В пределах, описываемых этими условиями, мелодия распознаётся как та же самая при любом высотном положении. Осознание этого факта, несомненно происшедшее очень давно, можно считать началом музыкальной теории. Инвариантность мелодии относительно частотного сдвига имеет важное эпистемологическое значение. Размышления о ней приводят к представлениям о модуляционных свойствах звукоряда и к постановке вопроса о модальном звукоряде,от любой из ступеней которого, не требуя новых ступеней, может быть исполнена любая мелодия.

Пифагор решил эту задачу. До нас дошли сведения о решении для частного случая - звукоряда, образованного по двойкам и тройкам. Однако это решение легко распространяется до общего вида. Остаётся невыясненным, в какой мере сам Пифагор использовал возможности своего метода. Зато нет сомнений в том, что его идея не нашла полного понимания у преемников. А обилие продолжающихся с тех пор попыток решения некоторых задач, как и наивность трактовки их исходных условий, свидетельствуют о том, что это непонимание продолжает сохраняться.

Пожалуй, наиболее коварной из теоретических ловушек, до сих пор успешно выполняющих свою роль, оказалось смешение проблемы модального звукоряда с явлениями, получившими в своё время рассмотрение в анализе Фурье. Между тем существует по меньшей мере два мотива, легко убеждающие в непричастности "натурального звуоряда" к модальной проблематике:

1) Тоническое однообразие ряда натуральных гармоник. Выражаясь традиционно, никакой из гармоник нельзя приписать консонирование или диссонирование, т.к. все они "разрешаются в единицу" (т.е. независимо от номеров, амплитуд и комплектности /9/ синтезируют тон, относительная высотность которого воспринимается как единица).

2) Этическое однообразие ряда натуральных гармоник, состоящего лишь из необращённых интервалов. Вполне серьёзной иллюстрацией, разъясняющей положение, может служить искусство, с которым Риман
 превосходит саму невозможность составить минор из обертонов.

Как ни странно, но послепифагоровы исследователи, в число которых вошли такие проницательные мыслители, как Эратосфен, Птолемей, Декарт, Кеплер, Эйлер, Гельмгольц, не придали значения этим фактам. Все они поддались соблазну, в который вводит внешнее сходство "натурального звукоряда" и диатонического мажора. В той или иной мере каждый из них изобретал чистый строй, этот "вечный двигатель" музыкальной акустики. Насколько мне известно, Барбур первым отважился подвергнуть сомнению возможность такого изобретения: "Не существует такой вещи, как чистый строй, но имеется много систем чистой интонации, среди коиторых лучшими являются те, которые ближе всего следуют пифагорову строю".
 Обилие и настойчивость этих попыток выглядит странным ещё и потому, что их цель - консонансы и чистые интервалы - так и не получила определения, которое не осмновывалось бы на противоречии или произволе. К тому же опыт композиторов если и не решил, то обошел проблему, показав, что конструктивно важные элементы музыкальной формы вполне успешно выполняют свою роль, не обладая при этом ни консонантностью, ни чистотой.

С тех пор, как интересы композиторов вышли за пределы диатоники, традиционная теория перестаёт отвечать своему назначению. Начинает в полной мере сказываться её зависимость от собственной орфографии, столь превосходно разработанной на основе пифагоровой диатоники с октавной одноименностью и столь корректной в релевантной сфере. Тем не менее теория продолжает относиться к различаемым в ней дискретным состояниям (таким как терция, тон, полутон и т.п.) как к фундаментальным константам, не придавая значения более общим структ4рным принципам и не располагая никакими гарантиями того, что эти константы исключают плавные взаимные преобразования, или того, что целое безошибочно отлчено от части, или того, наконец, что нотируемый звукоряд имеет универсальное значение.
 

Проблема целого и части - круциальный узел теории модального звукоряда. Именно в связи с попытками её решения понадобились представления о консонансах. Недостаточность этих представлений а каой-то мере осознавалась всегда, что, впрочем, не приводило к более целесообразным действиям. В частности, возможность более пристального рассмотрения пифагорова метода так и осталась не использованной.

Из того немногого, что дошло до нас, едвали существует хоть что-нибудь, о чем можно уверенно полагать как о принадлежащем самому Пифагору, а не приписанном ему поздними традициями. /10/ К тому же известны идентичные теории, разработка которых, по-видимому,
  никак не связана с Пифагором - например, древнекитайская система Люй.
 Поэтому предлагаемая вниманию читателя работа не претендует быть аутентичным изложением, хотя исходит из аутентичных принципов, развитие которых оказывается чрезвычайно увлекательным занятием.

2. ИСХОДНЫЕ ПОНЯТИЯ

2.0. К ЧИТАТЕЛЮ. Правила Аристоксена (гарм. II, 54),
 уточняемые в духе современной элементарной теории, определяют диатонику как октавные переносы ступеней, получаемых непрерывной последовательностью шести квинт. Достопримечательная простота этого определения делает общедоступным смысл закономерности, содержащей, однако, более глубокие импликации. Поэтому наиболее вероятный читатель - теоретик или композитор - вряд ли получит пользу, если не постарается разобраться в смысле нескольких элементарных математических выкладок, изложенных ниже. Для этого требуется не столько математическая квалификация, сколько интуиция и собственный опыт размышлений о формальных закономерностях модальных структур.

2.1. ОСНОВНОЕ УРАВНЕНИЕ. Относительные частоты (или интервалы) пифагорова звукоряда наиболее аутентичным образом можно представить как отношения целочисленных степеней двух разных простых чисел А и В. Аргументом функции, дающей относительные частоты звукоряда, является целое число Ц, которое можно назвать гармонической цифрой и которое может принимать значения в пределах ±∞. Основноеуравнение модального звукоряда имеет вид:

                                                    АЦ=Вх,                                                              (1)

Решая его для х, получаем:

                                                    x=ЦlogBA.                                                        (1а)

Поскольку А и В - простые числа, то logBA - иррациональное число. Следовательно, при любых Ц (кроме 0) х не является целым числом. Его можно представить как

                                                    х=ц+Л,                                                              (1б)

где ц - целое число, а 0<Л<1 при Ц>0 и -1<Л<0 при Ц0. Поскольку logBB=1, то

                                                    Л=ЦlogBA-цlogBB.                                           (1в)

А можно назвать тонической (т.е. назначающей каждой ступени /11/ известное место) величиной, В - основанием звукоряда (она же - основание логарифма), ц - метатетической (т.е. перестанавливающей) величиной. Если И - интервал звукоряда, то Л=logBИ. Потенцируя уравнение (1в), получаем:

                                                    И=АЦ/Вц.                                                           (1г)

Из уравнения (1г) следует, что при Ц>0 В0<И<В1, при Ц<0  В-1<И<В0. Иначе говоря, все Л при Ц>0 отвечают условию, называемому втрадиционной теории тесным расположением. То же относится ко всем Л при Ц<0. Можно назвать уравнкения (1в, 1г) уравнениями тесной структуры. Необходимо отметить, что тесное расположение для Л по Ц<0 и тесное расположение для Л по Ц>0 звуковысотно не идентичны.

2.2. ЛЕКСИКОН. "Звукоряд", "строй", "темперация" и тому подобные выражения наделены в традиционной теории крайне расплывчатым содержанием. С другой стороны, традиционная терминология не располагает выражениями и даже понятиями, обходясь без которых, вряд ли удастся осуществить дальнейшее изложение. Ниже приводится большинство выражений, необходимость которых вызвана указанными причинами. По ходу статьи появятся ещё несколько новых терминов. Все они сведены в ткерминологический указатель, приводящийся в конце статьи и позволяющий читателю при необходимости вернуться к определению их содержания.

Развёртывание тесной структуры - получение относительных частот для некоторого интервала значений аргумента Ц по уравнениям (1в, 1г). Равномерность шпаций нотного стана и стандартная ширина клавиш не кажутся нам условностью, требующей специального привыкания. Мы воспринимаем интервал как тот же самый независимо от его высотного положения. Реальные физические параметры музыкальных тонов (энергия, частоты, длины волн) имеют природу вещественных чисел. Однако, будучи выраженными в виде логарифмов, они становтся много более похожими на то, как представляет их себе наше музыкальное восприятие.
 Поэтому дальнейшее изложение основывается на использовании величин Л. Все результаты без труда распространяются на И.

Ц-й этап развёртывания - получение Л, соответствующего данному значению Ц, то же, что и Ц-й момент появления в развёртывании. Их итог - Ц-я позиция. Выражение "развёрнутый до Ц-го этапа" подразумевает, если не сделано оговорок, развёртывание от Ц=0.

Ось Ц - координатная ось тесной структуры (при А=3, В=2 корреспондирует "квинтовой спирали").

Ось Л, ось logBИ, иногда ось logBB - тривиальная звуковысотная ось. Примем, что в=logВВ; обозначение в используется и при других тонометрических единицах. /12/
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    Илл. 1

Центр тесной структуры соответствует 0-му этапу развёртывания. Величина В - исходное условие, поэтому существование центра подразумевает одновременное наличие

границ тесной структуры - одноименных переносов Л=0, т.е. Л=1 и Л=-1.

Положительная ветвь тесной структуры соответствует положительным значениям аргумента Ц. Их отрицательным значениям соответствует отрицательная ветвь.

Амбитус - объём ветви тесной структуры по оси Л (равен logBB).
Объём развёртывания - объём тесной структуры по оси Ц. Численно равен количеству знвачений аргумента Ц (кроме 0), использованных при развёртывании. Объём развёртывания определяет количество ступеней тесной структуры так, что при объёме Ц она содержит Ц+1 неповторяющихся ступеней.

Модус - комбинационное преобразование звукоряда при фиксированном объёме развёртывания, которое можно пояснить на примере получения минорного лада посредством повторения "того же" звукоряда от шестой ступени мажорного лада. /13/

На илл. 1 графически представлена тесная структура по А=3, В=2, развёрнутая от Ц=6 до Ц=-6, т.е. наиболее привычный для читателя квинтово-октавный звукоряд. На каждой из ветвей указаны в центах величины интервалов (в отрицательной ветви они измерены от Л=-1). Прочие детали ясны из обозначений. В графических материалах статьи принято, что бас на оси Л находится слева, дискант - справа. Масштабы по осям произвольны.

3. СВОЙСТВА ТЕСНОЙ СТРУКТУРЫ

3.0. ОДНОИМЕННОСТЬ. Из уравнения (1а) мы узнаём, что выражение "одноименность" имеет более общий смысл, чем тот, который приписан ему в традиционной теории. Поскольку logBB=1, то основание В не обязательно должно быть октавой (В=2), но может быть любым положительным числом - целым, дробным, рациональным, иррациональным. Существование множества разных оснований, кратных некоему малому интервалу (напр., полутону), является непременным условием ладомодуляционных взаимодействий, превращающих весь объём слышимых частот в метрическое пространство.

3.1. ОБРАЩЕНИЯ. Из иррацциональности logBA следует, что Л, полученный по данному Ц не может быть получен ни по какому другому Ц, хотя при неограниченном возрастании или убывании Ц могут быть получены Л, сколь угодно мало отличающиеся от любой величины, заданной в пределах от 1 до -1. Если Ц и -Ц равны по абсолютной величине, то получаемые по ним Лтакже равны по абсолютной величине. Следовательно в положительной ветви не существует величины, равной -Л+1, а в отрицательной ветви не существует величины, равной Л-1. Интервалы, у которых Л и - Л равны по абсолютной величине, называют в традиционной теории взаимообращаемыми. Легко понять, что при фиксированном объёме развёртывания начальная ступень тесной структуры не может иметь обращения, а её конечная ступень не может быть обращением.

3.2. ОДНОИМЕННЫЕ ПЕРЕНОСЫ А. Представим тоническую величину в виде ABn, где n - целое число, положительное, отрицательное, или равное 0. Тем самым мы задали тоническую величину в виде произвольного числа её одноименных переносов. Распространяя уравнение (1) на этот случай, получаем:

                                                    (ABn)Ц=Вх,                                                    (2)

где х=ЦlogВА+nЦ. По уравнению (1б) ЦlogВА=ц+Л, следовательно:

                                                    х=Л+ц+nЦ.                                                   (2а)

/14/ Но Ц,ц и n - целые числа, следовательно при любых n величины Л будут теми же, что в уравнении (1в), т.е. при n=0. Мы показали инвариантность интервального состава тесной структуры относительно одноименных переносов тонической величины.

3.3. ВЫСОТНОЕ ПОЛОЖНИЕ ТЕСНОЙ СТРУКТУРЫ. Эта инвариантность, однако, не означает полного тождества тесных структур, развёртываемых по АВn. Из уравнений (2, 2а) следует, что:

                                                    Л=Ц(logВА+n)-(ц+nЦ).                                (2б)

Ясно, что (ц+nЦ)/Ц существенно зависит от n. Пусть (ц+nЦ)/Ц=у. Если n=0, то у=ц/Ц.По уравнениям (1а, 1б), описывающим этот случай, находим, что при неограниченном возрастании Ц отношение ц/Ц неограниченно приближается к logВА. Пусть в этом случае у=Р+Д, где Н - целое число (пусть даже равное 0), а 0<Д<1. Нетрудно показать, что при любом Ц (кроме 0) Н остаётся тем же, что при Ц=1 (при А<В Н=0, при А>В Н>0). При n≠0 характер изменений ясен из равенства (ц+nЦ)/Ц=ц/Ц+n. Мы видим, что при разных n тесные структуры, развёртываемые по АВn, не могут иметь одинакового положения на оси Л, т.е. различаются по высотному положению. При n=0 высотое положение тесной структуры (в том числе и её отрицательной ветви) характеризуется величиной Н. Высотные положения прочих тесных структур характеризуются величиной Н+n.

Обсуждая относительные частоты, мы с самого начала свободны в наших уравнениях от времени. Поэтому характеристика Н+n имеет чисто комбинаторное значение. Мы, например, можем утверждать, что тесная структура с высотным положением Н занимает на оси Л место между тесными структурами с высотными положениями Н-1 и Н+1. Поскольку между Н-1, Н и Н+1 не может быть других целых чисел, то все три тесные структуры плотно примыкают друг к другу.

Равенство (ц+nЦ)/Ц=ц/Ц+n убеждает в том, чир нецелочисленные остатки Д при любых n остаются теми же, что при n=0. Мы видим, что величины Д ведут себя так же, как величины Л, т.е. интвариантны относительно одноименных переносов тонической величины А. Д представляют собой комбинаторные характеристики ступеней тесной структуры и рассматриваются в 3.7.

Пусть 0<р<1. Представим тоническую величину как АВn+p. Таким способом она задана в виде произвольного переноса. При n=0 имеем АВn. Нетрудно показать, что тесная структура, развёрнутая по АВр, будет состоять из тех же Л и Д, что и обсуждённые выше, но её высотная характеристика окажется равной Н+р. При одноименных переносах высотные характеристики составят здесь Р+n+р. Так мы убеждаемся в инвариантности тесной структуры относительно произвольных переносов А. /15/
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Илл. 2

Поскольку Н<(Н+р), то тесная структура с высотным положением Н+р занимает на оси Л место между тесными структурами с высотными положениями Н и Н+1. Но последние плотно примыкают друг к другу. Следовательно, они частично перекрыты произвольно смещённой тесной структурой и позиции последней не совпадают с их позициями. Если р=Л, то позиции тесных структур становятся совамещёнными (см. илл. 2). Эта разновидность произвольных переносов названа в традиционной теории транспозициями. Оценка высотных положений транспонированных тесных структур лежит в основе различения т.н. тональностей, использующего для этого параметры ступеней диатоники (т.е. эффективного только при шестиэтапном объёме развёртывания). Различение  тональностей могло лучше отвечать своему назначению, если бы традиционная теория адаптировала его к произвольному объёму развёртывания. Однако очевидно, что даже в наиболее усовершенствованном виде такое различение тональностей имеет смысл лишьпри А=3, В=2.

3.4. МОДУЛЬ. Стремясь к аутентичности, мы представили А и В в виде простых чисел, что позволило уточнить традиционную трактовку модального звукоряда и обнаружить такие нетривиальные элементы, как метатесис ц, высотную (Н) и комбинаторную (Д) характеристики. Однако выяснилось, что из равенства logВВ=1 следует необязательность целочисленности В. Исследуя всевозможные переносы А, мы убедились в том, что реально /16/ действующим началом в структурообразовании также является нецелочисленная величина АЦ/Вц при Ц=1, которую можно назвать модулем тесной структуры. Обозначим её как М и примем, что logВМ=м. Тогда уравнение (1г) проиобретает более простую внешность.

                                                            И=ВмЦ-ц.                                           (3)

При дальнейшем обобщении понятия "модуль" до любого значения, отвечающего условию 0<м<1, возникает два обстоятельства, которые необходимо обсудить. Первое из ни основано на том, что при А<В  Н=0, а при А>В  Н>0. Различая высотные положения по разным А. Мы рискуем утратить контроль за свойствами структуры, если будем судить о них только по М. Вместе стем мы облегчим рассмотрение ряда вопросов, если пренебрежём этим обстоятельством и примем, что произвольный перенос тесной структуры задан величиной МВn+р и начальное высотное положение соответствует n=0. Тогда величина n непосредственно выражает высотную характеристику.

Второе обстоятельство состоит в том, что следствием целочисленности А и в явилась иррациональность logВА, пользуясь которой, мы сделали выводо неповторяемости Л при разных Ц (в частности, ни при каких Ц, кроме ), не могут быть получены Л=-1, Л=0, Л=1). Ясно, что при рациональных м это условие не выполняется. В какие-то моменты развёртывание по рациональному м даёт целочисленные Л или, как называют такие случаи в традиционной теории, дают равномерную темперацию.

Два модуля, м одного из которых иррационален, а м другого (по тому же В) рационален, даже будучи очень близкими величинами, нарушают интервальное тождество развёртываемых по ним тесных структур. Но на протяжении некоторого объёма развёртывания такие тесные структуры остаются остаются тождественными по комбинаторным свойствам. Тождество комбинаторных условий оказывается в различении этосов более существенным обстоятельством, чем нарушения тождества Л. Подтверждением этому служит переход на 12-ступенную темперацию, некогда совершённый нашей музыкальной традицией. Он оказался настолько успешным, что ни от орфографии, ни от клавиатур не потребовалось никаких перемен.

3.5. МЕЛОДИЧЕСКИЕ ЦИФРЫ. Возрастание Ц не обязательно вызывает возрастание Л. Последний является колеблющейся функцией, поэтому связь межд Л ступени и её порядковым номером в звукоряде неочевидна. Чтобы пояснить смысл этого утверждения, я предложу читателю вопрос: если квинтово-октавный звукоряд начинается от Фа, то какой порядковый номер будет иметь в нём ступень До?

Читатель возразит: "Вопрос задан так, что нельзя дать определённого ответа. В пентатонике этот номер будет иным, чем в /17/ диатонике, а в хроматике - иным, чем в обеих предыдущих". Действительно, величинапорядкового номера ступени в звукоряде - назовём её мелодической цифрой Г - существенно зависит от объёма развёртывания тесной структуры. Традиционные названия "прима", "секунда" и т.п., как и табулатуры А, В, С и т.д., тоже порядковые номера, или цифры ступеней. Но содержание, которое им придаёт традиционная теория, не учитывает обстоятельств, названных читателем. Как и Л, мелодическая цифра остаётся функцией от Ц. Но, появившись в развёртывании, Л остаётся затем неизменным, в то время как мелодическая цифра этого интервала сохраняется за ним всего на нескольких ближайших этапах. Затем она меняется прихотливым, но отнюдь не произвольным образом.
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Илл. 3

3.6. НЕКОТОРЫЕ ПОДРОБНОСТИ РАЗВЁРТЫВАНИЯ. На илл. 3 представлена положительная ветвь тесной структуры по А=3, В=2, развёрнутая до Ц=12. Начавшись от примы (Ц=0), развёртывание максимально удаляется от неё на тритоне (Ц=6, 6-я горизонталь). Может показаться, что максимальным удалением от примы является б.VII (Ц=5, 5-я горизонталь). /18/ Но, будучи удалённой от примы, б.VII максимально приближена к октаве - структурному эквиваленту примы. Максимальное приближение к приме происходит на 12-м этапе развёртывания, где образуется интервал, известный под названием пифагоровой коммы (12-я горизонталь).

Каждая горизонталь на илл. 3 соответствует очередному этапу развёртывания и, добавляя новую позицию, образует самостоятельный звукоряд, который включает в себя все ступени, имевшиеся в тесной структуре к этому моменту. Иными словами, любой эволюционно младший (т.е. полученный при более высоком значении Ц) является суперпозицией всех звукорядов, образовавшихся на более ранних этапах развёртывания. На каждом этапе какая-то часть мелодических цифр изменяется и трудно представить себе менее надёжную основу для номенклатуры ступеней. Читатель может самостоятельно проследить ход "сборки"ранее упоминавшихся звукорядов: пентатоники (4-я горизонталь), диатоники (6-я горизонталь) и хроматики (11-я горизонталь).

Запись в верхней части илл. 3 - это хроматический звукоряд в виде одномерной последовательности ступеней, т.е. в традиционном представлении. Ранее упоминалось, что ось Ц корреспондирует "квинтовой спирали". Являясь одномерными представлениями, "квинтовая спираль" и звукоряд традиционной теории свёртывают, т.е. делают незаметными для теоретика детали тесной структуры, изображаемые на илл. 3 наклонными линиями.

3.7. ДИНАМИС И ТЕСИС. Рассматривая илл. 3, читатель несомненно заметил, что позиции 0, 2, 4, 6, 8, 10 лежат на одной наклонной прямой. Возможно ему захотелось сопоставить это проявление структурной общности с традиционным отнесением целотонной гаммы к числу искусственных образований. Но наличие позиций 1, 3, 5, 7, 9, которые не могли не появиться в развёртывании, дошедшем до Ц=10 и которые не входят в интересующий нас состав, убеждает, что традиционная теория последовательна в своих действиях. Целотонная гамма не может быть образована октавными переносами ступеней, получаемых непрерывной последовательностью квинт. Других видов развёртывания теория не знает, следовательно гамма не естественна. Позиции, лежащие на линии 0-10, действительно не могут быть свёрнуты в непрерывную последовательность квинт и необходимо признать, что б.II, б.III, ув.IV, ув. V, ув.VI в системе по А=3, В=2 не могут считаться самостоятельным структурным целым.

Представим относительные частоты этих загадочных ступеней дробями вида АЦ/Вц:

32/23                34/26                 36/29                 38/212                    310/215
б.II                  б.III                  ув.IV               ув.V                      ув.VI

/19/ Ясно, что все ц/Ц здесь равны 1,5. Зная, что ц/Ц=Н+Д, мы можем сказать, что рассматриваемые ступени принадлежат к тесной структуре с высотнымположением Н=1 и имеют одну и туже комбинаторную характеристику Д=1/2. Для любых других позиций на илл. 3 Д не равны друг другу и не равны 1/2. Мы можем сказать это, даже не прибегая к вычислениям. И без них видно, что прямые, которыми эти позиции можно соединить с 0 (т.е. с примой), не совпадут с линией 0-10 и любая из них пройдёт только через одну позицию. Поскольку речь идёт о прямых, расходящихся от 0, то, также не вычисляя, можно сказать, что все их Н=1.

Позиции 12, 9, 6, 3 тоже лежат на одной прямой(отметим, что если позиции лежат на одной прямой, то их Ц всегда кратны какому-то числу). Однако эта прямая идёт от (0), т.е. от одноименного переноса примы. Определяя характеристику этого вида комбинаторной идентичности, также выпишем их относительные частоты в виде дробей АЦ/Вц.

312/219              39/214                36/29                   33/24
комма             ув.II                  ув.IV                  б.VI

Для этих ступеней все (ц+1)/Ц=1+2/3. Единица в выражении (ц+1) обладает понижающим действием и является структурным дополнением повышений, превращающих позиции отрицательной ветви в обращённые интервалы звукоряда. В ходе развёртывания нетождественность основания и модуля, за счёт тесного расположения, порождает поворотные симетрии положительной и отрицательной ветвей с центром в приме, в свою очередь, порождающих нетождественность обращений и необращённых Л. В качестве эквивалента примы, её одноименный пернос также является центром поворотных симметрий, восстанавливающих нетождественность обращений до тождества обращений обращений.

Если рассматривать только величины Л, то обращения обращений тривиальны. Но всегда имеются такие Л≠Л/, что Л+Л/=1. Ясно, что развёртывание по м=Л даёт те же интервалы, что развёртывание по м=Л/. Зная только это, мы будем считать, что два разных развёртывания дали одинаковый результат. Нетрудно, однако, показать, что все ц/Ц тесной структуры по м=Л равны (ц+1)/Ц тесной структуры по м=Л/, а все ц/Ц последней равны (ц+1)/Ц первой. Иначе говоря, тесные структуры повторяют друг друга зеркально. Одна изних не может быть получена из другой за счёт т.н. собственных движений (т.е. поворотных и переносных симметрий). Так тождества обращений обращений дополняются симметрией всех операций, ответственных за обращения. 

Условимся, что ц/Ц=Н+Дв, а (ц-1)/Ц=Н+Дн (т.е. Д восходящее и Д нисходящее). Ранее упоминалось, что  при /20/  неограниченном возрастании Ц величина ц/Ц неограниченно приближается к logВА. Подобным образом ведёт себя и величина (ц+1)/Ц. Разница в том, что, приближаясь к logВА, ц/Ц возрастает, а (ц+1)/Ц убывает.
  Графически  это приближение выглядит как появление всё более круто наклоненных (т.е. проходящих через позиции, Ц которых кратны всё большим числам) прямых, идущих от 0 и от (0). При постоянном модуле наклон каждой такой прямой строго фиксирован.

Если мы начнём увеличивать м, то прямые, идущие от (0), начнут поворачиваться, приближаясь к верхней границе тесной структуры. При некотором значении м/ прямая, идущая через позиции 5,10, совместится с вертикалью, проходящей через (0). При уменьшении м прямые, идущие от 0, поворачиваются, приближаясь к нижней границе тесной структуры. Пренебрежём позицией 12. Тогда при некотором значении м// прямая, идущая через позицию 7, совместится с вертикалью, проходящей через 0. Ясно, что при всех м, отвечающих условию м/<м<м//, все позиции тесной структуры на илл. 3 (кроме 12-й) остаются в пределах её границ. Иначе говоря, в пределах 11-этапного объёма развёртывания при всех изменения Л этих позиций все их Н и Д остаются такими же, как при М=3/2. Комбинаторные значения позиций сохраняются, несмотря на изменения их положений на звуковысотной оси.

Этот дуализм количественного аспекта ступени возвращает нас к одной из наиболее своеобразных особенностей древнегреческой теории, вполне определённо различавшей положение (тесис) и значение (динамис) ступени. Теоретики нашей эпохи проявляют к этому различению лишь чисто исторический интерес и, если судить по конфликту между Вестфалем и Беллерманом,
 не достигли в его понимании окончательной ясности.
 Традиция его истолкования восходит через Валлиса
 к Птолемею. Последний излагает учение об именовании (ономасии) тонов,
 различая две возможности: именованиепо значению (динамическая версия), при котором ступени ладов, считываемых с "совершенной системы", сохраняют её названия ступеней, и именование по положению (тетическая версия), при котором ступени любого лада получают названия ступеней дорийского лада, считанного с "совершенной системы". Мы видим, что обе версии оперируют мелодическими цифрами, т.е. основаны на одномерно представляемом звукоряде. Это означает, что "динамис" и "тесис" у Птолемея не подразумевают каких-либо глубоких закономерностей модального комбинирования. Иного быть и не могло - все акустические данные Птолемея ясно показывают, что он не придавал значения степенной подоплёке пифагорова метода.

Содержание обсуждаемых терминов у Аристоксена оказывается иным. В Гарм. II, 49 читаем: "Пока не изменился род (генос), то и значение (динамис) звуков остаётся неизменным".
 Этим негативно утверждается об изменении динамиса при переходе /21/ из рода в род, что в птолемеевых ономасиях выглядит непонятным. В Гарм. III, 63 неопределённость звуковысотностей как таковых противопоставляется структурообразующим "значению, модусу и положению" (динамис,эйдос, тесис), а в Гарм. I, 33 поясняется, что "слухом мы различаем величины интервалов, а соображением - значение (динамис)".
 Эти фрагменты определённо вмещают больше того, что может содержаться в одномерных манипуляциях Птолемея. Заинтриговывает и фраза из Анонима Мейбома 22: "Диаграмма есть плоский (т.е.двухмерный - Ф.Р.) чертёж, указывающий значения (динамис) музыкальных звуков".
 

Вряд ли следует считать конфликтом эти разногласия между Аристоксеном и Птолемеем. Теоретиков разделяет четыре с половиной столетия - время, которое не покажется малым ни для какой эволюции. К тому же не всякая эволюция увеличивает прогресс.
   

Вернёмся к илл. 3. Позиции 1, 3, 5 лежат на одной прямой, которая не проходит через 0, но параллельна линии 0-10. Этим же свойством обладает и прямая, идущая через 7, 9, 11. Объясняя эту параллельность, можно показать, что динамис линии 1, 3, 5, определённый от 1, и динамис линии 7, 9, 11, определённый от 7, равны динамису линии 0-10. Пользуясь тем, что линии 1, 4, 7 и 5, 8, 11 параллельны линии 12-(0), можно получить аналогичный результат. Определяя динамисы этих линий, мы воспользовались транспозициями. Но транспозиционный подход не является единственно возможным и даже не обязательно верен. Ведь не рассматривают, например, в До-мажоре квинты Ми-Си и Фа-До как транспозиции квинты До-Соль.

Наши примеры демонстрируют градации комбинаторной идентичности, нечто вроде степеней сродства. Но взятые за основу признаки не требуютникаких дополнительных утверждений о своей акустической природе. Совсем не обязательно, к примеру, знать, консонантны ли описываемые ими отношения, чтобы вполне удовлетворительно представить структурную проблему. Назовём прямые, соединяющие позиции тесной структуры, динамическими линиями. Структурная ситуация, представленная в виде динамических линий, может быть названа динамической фигурой.

3.8. ЭЛЕМЕНТЫ ДИНАМИЧЕСКИХ ФИГУР. Графическое представление динамической фигуры позволяет, не слишком вдаваясь в количественные импликации, демонстрировать и обсуждать существенные стороны музыкального синтаксиса звукоряда. Чтобы построить динамическую фигуру, достаточно соединить прямыми все позиции тесной структуры, относящиеся к /22/ звукоряду. На илл. 4 предситавлены некоторые динамические фигуры звукорядов, образующихся в системе А=3, В=2. Для облегчения понимания под позициями указаны табулатурные обозначения соответствующие ситуации без знаков при ключе.

[image: image4.jpg]


    Илл. 4

Все линии динамической фигуры проводить не обязательно. Достаточно указать лишь те из них, которые характеризуют наиболее общие свойства звукоряда. Рассмотрим их на примере динамической фигуры мажорного лада - илл. 4, 1/5. Наиболее заметной деталью, отличающей динамическую фигуру мажорного /23/ лада от прочих, является контур. Его пятиугольную форму отличают заострённая басовая часть и некоторые другие особенности. Однако имеются два ещё более важных элемента.

Любой звукоряд по В=2 содержит приму и октаву в качестве исходного условия. Элемент, выражающий это наиболее общее свойство, представлен на илл. 4, 1/5 горизонтальной линией 1-(1). Назовём его базой динамической фигуры. Отсутствие базы лишает динамическую фигуру смысла структурного целого.

В системе по А=3, В=2 диатонические звукоряды отличаются от прочих тем, что образованы шестиэтапным развёртыванием. Следовательно, динамическая фигура любого диатонического звукоряда по В=2 должна иметь две такие позиции, расстояние между которыми по оси Ц равно 6. Этими позициями на илл. 4, 1/5 являются 0 и 6. Назовём соединяющую их прямую диагональю динамической фигуры. Диагональ отображает максимальный параметр динамической фигуры по оси Ц.

На илл. 4, 0/6 представлена динамическая фигура т.н. лидийского лада. Её главной особенностью является свободная позиция 1. Свободной её можно назвать потому, что через неё не проходят ни контур, ни диагональ. Свободная позиция имеется и в динамической фигуре т.н. локрийского лада (илл. 4, 6/0, позиция 5). Динамические фигуры прочих звукорядов на илл. 4 не имеют свободных позиций.

Понятие динамической фигуры подразумевает сложное количественное представление о деталировке целого, определяющей его свойства. Если основанию В придано конкретное значение, то динамическая фигура задаёт этос звукорядаи её можно назвать абсолютным синтаксисом (греч. "синтаксис" - "организация", "связь"). Динавмическая фигура позволяет делать важные наблюдения и тогда, когда основание В является абстрактной величиной. В этом случае динамическая фигура представляет собой релятивный синтаксис.

3.9. ЛАД. На илл. 4, 1/1 представлена динамическая фигура гармонического тетрахорда. Полагая, что "на нём едва ли возможно сыграть какую-либо мелодию в нашем смысле", Гельмгольц
 упускает из вида, что любой модус диатоники не является ладом, если его динамическая фигура не содержит гармонический тетрахорд или, иными словами, если в нём одновременно не присутствуют доминанта и субдоминанта. Читатель может попытаться доказать эту изящную теорему. В случае неудачи ему придётся примириться (именно в таком положении находится традиционная теория) с абсурдом: тритон в качестве доминанты или субдоминанты диатонического лада. 

В поисках традиционного (т.е. основанного на тетических характеристиках) доказательства читатель может опереться на одну простую закономерность: условия образования диатоники фиксируют этос настолько, что единственный резерв этического разнообразия состоит в различиях модусов, т.е. в том, сколько /24/ ступеней в ладу образуют с примой обращённые интервалы. Эта закономерность становится явной, если расположить модусы в последовательности, в которой их примы появляются в "квинтовой спирали".

0/6   F   G   A   H   C   D   E   f

1/5   C   D   E   F   G   A   H   c

2/4   G   A   H  C   D   E    F   g

3/3   D   E   F   G   A   H   C   d

4/2   A   H  C   D   E    F   G   a 

5/1   E   F   G   A   H   C   D   e  

6/0   H  C   D   E    F   G   A   h

Мы видим, что в этой последовательности происходит постепенное изменение этической специфичности, которое можно охарактеризовать, например, так: диатонический лад тем минорнее, чем более высокое положение его прима занимает в "квинтовой спирали". Сравнив число обращённых и необращённых интервалов в модусах, читатель поймёт смысл индексов, стоящих слева.

Картина ясна, поэтому я пессимистически оцениваю шансы читателя на успех. Пользуясь предложенным способом, он уже оказался перед необходимостью дополнительных утверждений о природе доминанты и субдоминанты. Следуя любым другим путём, читатель непременно окажется в подобном положении. Тысячелетнее движение теории по этому логическому кругу оставляет вереницу уточнющих друг друга терминов. Тетические характеристики не позволяют решить проблему и понятие лада оказывается в традиционной теории не столько итогом, сколько интуитивной предпосылкой.

Рассматривая комбинаторные условия, мы легко разделяем звукоряды на две разновидности. Динамические фигуры одной из них содержат свободные позиции. Вторая разновидность отличается совмещением всех позиций с контуром и диагональю. Помимо прочих, в ней идентифицируются все те звукоряды, которые традиционная теория может считать ладами, не впадая в противоречия. Динамические фигуры без свободных позиций представляют собой сбалансированный итог процессов стуктурообразования, который можно уподобить результату деления соизмеримых чисел, не дающего остатка в частном. Понятие лада получает простое определение: звукоряд является ладом, если его динамическая фигура имеет базу и не содержит свободных позиций.

Остаётся добавить, что, помимо диатонических ладов, в нашей традиционной системе имеются и другиеоктавные звукоряды, динамические фигуры которых не содержат свободных позиций. Все они (за исключением 0/0, 0/1, 1/0, 0/2, 2/0, 1/2 и 2/1) показаны на илл. 4. Представляя фигуры 3/5 и 5/3, было бы несправедливо умолчать о 9-ступенных мажоре и миноре Б.Яворского.

4. ТРЁХМЕРНЫЙ КОНТИНУУМ

4.0. ТРАНСЛЯЦИЯ И ТЕОРИЯ. Древнегреческая теория рассматривала метаболические возможности звукорядов более полно, чем это приянто теперь. В особенной мере это относится к переходам из рода в род (напр., из диатоники в хрому), которые можно назвать трансляциями, чтобы отличить их от обычных для нас транспозиций. В условиях нынешней теории трансляция какой-либо экзотической системы сводится, в сущности, к транскрипционным действиям. При этом теоретиков нисколько не тревожит обилие случайных знаков, появляющихся при транслировании заведомо простых систем. Но если синтаксические условия появления случайных знаков не ясны, значит орфография утратила логическую компетенцию м представляет собой не более, чем посредничающую инстанцию звукоподражания. Теория, столь существенно зависящая от офрогорафии, незаметно для себя самой приходит в критическое состояние. Среди прочих потерь она лишает способности различать нетривиальные системы, выявляемые ею же обслуживаемой практикой. Последняя, в свою очередь, либо перестаёт доверять теории и впадает в иллюзию вседозволенности, либо несёт убытки, вызванные необоснованной доверчивостью. Излагая эти соображения, я не претендую поведать нечто необычайное. Любой современный теоретик мог бы добавить ещё более красноречивые свидетельства кризиса, в котором пребывает музыкальная теория конца ХХ века. Иллюстрирующий пример из элементарной теории представляется более уместным.

Рассмотрим непостижимый дуализм, проявляемый теорией к консонированию кварты и тесно связанную с ним неопределённость представлений о т.н. гиполадах, аутентичности-плагальности и т.п. В 3.7 мы обсуждали особенности тесных структур, модули которых являются взаимообращающимися интервалами. Являясь зеркальными повторениями друг друга, их синтаксисы исключают возможность единой орфографии, использующей мелодические цифры. Теоретики, то и дело упоминающие о "квартовом круге", не замечают, что в нашей орфографии кварты присутствуют лишь в виде переносов из отрицательной ветви. Квинтово-октавные мелодиченские цифры транслируют квартовый синтаксис, т.е. скрывают мелодические цифры, получаемые развёртыванием по квартам. Клавиатура рояля, сгруппированная по квартовому синтаксису, при сохранении прочих условий неизменными, была бы зеркальным отражением тривиальной клавиатуры. Надо ли говорить о случайных знаках? Легко распознавая слухом квартовый синтаксис, мы не можем объяснить его из-за того, что этому препятствует орфография. /26/
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  Илл. 5

На илл. 5 сопоставлены все 7 модусов квинтово-октавной (М=3/2) и квартово-октавной (М=4/3) диатоник. Мы видим, что если квартово-октавный мажор (5/1 по М=4/3) можно назвать гиполадом квинтово-октавного мажора (1/5 по М=3/2), то столь же справедливым будет и обратное определение. Такое же соотношение имеют и прочие утверждения, если они определяют один синтаксис через другой. Под динамическими фигурами по М=4/3 можно было бы поставить те же табулатуры, что и под квинтово-октавными. Однако читателю известны обстоятельства, лишающие такую десигнацию смысла.
 /27/

Мы удостоверились в коварстве трансляций. Но сама их возможность убеждает в том, что звукоряд традиционной теории не столь уж одинок в модальном мире. А существование множества экзотических звукорядов указывает на наличие более общей формы структурного упорядочивания. Простейшим состоянием такой формы является случай, при котором В остаётся постоянным, а модуль принимает любые значения в пределах 0<м<1. Иначе говоря, добавляется модульная ось, упорядочивающая двухмерные тесные структуры, и получаемая этим форма может быть названа трёхмерным континуумом.

4.1. ТЕТИЧЕСКАЯ ПРОЕКЦИЯ. Вообразим, что у нас имеется пачка листов бумаги. Примем их ширину за единицу и, считая, что нижний край соответствует Ц=0, начертим на каждом из них графики положительных ветвей тесных структур, аналогичные илл. 3. Начнём с тесной структуры по очень малому значению м. Соблюдая равномерность возрастания м, будем вычерчивать всё новые графики, пока не дойдём до листа по очень малому значению 1-м. По мере готовности будем откладывать листы в одинаковом положении. Когда работа закончится, образуется пачка чертежей, добавив к которой снизу и сверху по белому листу, мы получим вполне удовлетворительное изображение трёхмерного континуума. Высота пачки соответствует модульной оси (оси м), ширина - оси Л, глубина - оси Ц.

Поверхность пачки, образованная нижними краями листов (они соответствуют Ц=0), является двухмерным эквивалентом амбитуса тесной структуры и может быть названа тетической проекцией трёхмерного континуума. Она ограничена модульной и звуковысотной осями.

Разберём пачку и на нижней кромке каждого листа поставим метку, находящуюся точно под позицией, полученной на первом этапе развёртывания изображённой на нём тесной структуры. Когда листы будутсложены в прежнем порядке, метки сольются в линию, по диагонали пересекающую тетическую проекцию. Назовём её тетической линией. Тетическая линия является одномерным эквивалентом нульмерной позиции тесной структуры (или ступени одномерно представляемого звукоряда).

Вновь разберём пачку и нанесём на нижние кромки листов метки, находящиеся точно под позициями второго этапа развёртывания тесных структур. Собрав пачку, мы обнаружим тетическую линию второго этапа развёртывания континуума. Будучи вдвое более пологой, она дважды пересечёт пространство тетической проекции, разделив её своими пересечениями с осью м на две равные части. Повторив процедуру для меток по Ц=3, мы получим тетическую линию третьего этапа развёртывания. Она трижды пересечёт тетическую проекцию и разделит ось м на три равные части. Продолжая подобные действия для Ц+4, Ц=5 и т.д., мы получим аналогичные результаты, позволяющие записать следующий вывод:  /28/

1) Ц-я тетическая линия Ц раз пересекает тетическую проекцию трёхмерного континуума и разделяет её своими пересечениями с модульной осью на Ц равных частей.
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 Илл. 6
На илл. 6 показана тетическая проекция континуума, развёрнутого до Ц=6. Тетические линии помечены соответствующими значениями Ц. Для наглядности тетические линии по Ц=1, Ц=2, Ц=3 начерчены жирнее, чем прочие. Каждый лист нашей пачки выходит на тетическую проекцию краем, который может быть изображён на илл. 6 линией, идущей параллельно оси Л. Назовём такие линии стратиграфическими сечениями. Стратиграфическое сечение указывает на тетической проекции тесную структуру по тому значению м, через которое оно проходит.

 /29/ Рассматривая илл. 6, можно заметить, что стратиграфическое сечение по м=1/2 определяет простейшую симметрию тетической проекции: все тетические линии по чётным Ц проходят через его границы, а все тетические линии по нечётным Ц проходят через его середину, которую можно назвать тетическим центром. Запишем очередное условие:

2) Тетический центр определяет поворотную симметрию 2-го порядка для нижней (0<м<1/2) и верхней (1/2<м<1) половин тетической проекции.

Шестиэтапный объём развёртывания даёт гептатонику. Если считать, что В=2, то илл. 6 показывает знакомые читателю случаи: сечение по м=7/12 соответствует квинтово-октавной, а сечение по м=5/12 - квартово-октавной диатоникам. Позиции звукоряда выглядят в тетической проекции как пересечения тетических линий со стратиграфическим сечением. В сечениях по м=5/12 и м=7/12 на илл. 6 они помечены точками. Следя за распределением широких и узких интервалов, можно заметить, что сечение по м=7/12 соответствует т.н. лидийскому, а сечение по м=5/12 - т.н. локрийскому ладам. Из илл. 5 нам известно, что последний диагноз не совсем верен, хотя оба звукоряда имеют индекс 0/6. Обдумывая эти детали, можно догадаться, что вся тетическая проекция на илл. 6 является одним из модусов континуума.

4.2. ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ ВЕТВЬ. Если теперь мы попытаемся обсудить модусы континуума, то встретим некоторые трудности. Чтобы избежать их, необходимо сказать несколько слов о его отрицательной ветви. Она получается по отрицательным значениям аргумента Ц и описывается следующим условием:

1) Отрицательная ветвь трёхмерного континуума симметрична его положительной ветви. Элементом поворотной симметрии 2-го порядка является модульная ось.
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  Илл. 7

Глядя на двухмерные проекции трёхмерного континуума, мы не можем не занимать в нём позицию, поэтому выбор точки зрения влияет на результат наблюдения. Так, илл. 6 мы видели из отрицательной ветви. Глядеть "извне" на тетическую проекцию отрицательной ветви можно только из положительной ветви (позиция О2 на илл. 7). Если объём развёртывания в обеих ветвях одинаков, то перемена точки зрения О2 на О1 никак не повлияет на результат наблюдения (не считая того, что направление оси Л изменится на обратное). С обеих точек зрения мы видим один и тот же узор из тетических линий. Если же, находясь в отрицательной ветви (позиция О3), мы рассмотрим её тетическую проекцию, то увидим зеркальное отражение тетической проекции положительной ветви, рассматриваемой с той же точки зрения. Запишем этот результат:

2) Тетические линии по положительному и отрицательному значениям аргумента Цс той же абсолютной величиной симметричны друг другу относительно модульной оси. /30/

Придавая значение направленности оси Л, мы обнаруживаем, что отрицательная ветвь выстроена к басу точно таким же способом, каким положительная - к дисканту. Такая взаимная обратность структур даёт наблюдателю (в реальности таковым является слух) возможность надёжно различать обращённые и необращённые состояния.

Отметим также, что занимая место "прямо перед" тетической проекцией положительной ветви (позиция О1), мы находимся в отрицательной ветви континуума, имеющего высотное положение на 1 выше того, к которому принадлежит отрицательная ветвь. Очевидно, что все отрицательные тетические события, приходящиеся на рассматриваемую тетическую проекцию, имеют место именно в этой отрицательной ветви. Поскольку симметрия, описываемая условием 1-4.2, не позволяет получить отрицательную ветвь с такой
 высотной характеристикой, то не существует причин, позволяющих приписать структурное старшинство какой-либо из ветвей, расположенных по обе стороны одной и той же тетической проекции. В частности, из этого следует, что представлениео тонике как о нижней ступени лада неполно. Структурное главенство /31/  тоники состоит в совмещённой компетенции нижней ступени и её одноименного переноса. Такое структурное состояние можно назвать амфитетией тоники.

4.3. МОДУСЫ КОНТИНУУМА. Традиционная теория излишне жёстка противоставляет тональность ладу. Ведь различению высотного положения лада необходимо корреспондирует различение лада высотного положения. Факты, рассмотренные в 3.3, обнаруживают глубокую взаимосвязь комбинаторики ступеней и комбинаторики высотных положений звукорядов. Одно продолжает другое, воплощаясь во множестве операций симметрии тесной структуры. Последняя - всего лишь частный случай множества тесных структур, управляемого более общими симметриями. Не придавая этому значения, традиционная трактовка тональности упускает из вида наличие зеркальных синтаксисов и прочих синтаксических двусмысленностей, которые могут имплицитно присутствовать в той же структуре. Кроме того, фиксированный объём развёртывания и единственно допускаемая величина основания скрывают от теории большинство возможных модуляций. Мы видим, что трудности традиционной теории в столь важном для неё вопросе имеют простую причину: модуляционные свойства любой тесной структуры не могут быть удовлетворительно трактованы посредством её изолированного рассмотрения.

Если известны В и м, то актуальное состояние тесной структуры полностью задано объёмом развёртывания и модусом, т.е. каким-либо из возможных в этих условиях сочетанием обращённых и необращённых интервалов. Модус отображён индексом (см. примеч. 19). Сумма его числителя и знаменателя указывает число возможных при данном объёме развёртывания модусов так, что если она равна Ц, то число неповторяющихся модусов равно Ц+1. 

Тетическая линия - одномерный эквивалент нульмерной позиции тесной структуры, а тетическая проекция содержит все тесные структуры по данному В при данном объёме развёртывания. Поэтому, полность. Сохраняя основной смысл, модус и индекс приобретают в трёхмерном континууме то общее значение, которым не располагает трактовка тональности. Индекс здесь указывает количество тетических линий, различаемых по условию 2-4.2. В применении к тесной структуре индекс лишь классифицирует. В трёхмерном континууме он приобретает исчисляющую компетенцию.
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Рассмотрим пример. Пусть звукоряд имеет индекс К/С и логарифм модуля м. Зная этос звукоряда, можно составить определённое мнение об этосах ещё трёх звукорядов. Изотетия данного звукоряда (т.е. тетически тождественный звукоряд с зеркальным синтаксисом) находится в модусе континуума с индексом С/К в стратиграфическом сечении по 1-м. Тетически обратный звукоряд находится в модусе с индексом С/К (по м). /32/ Изотетия тетически обратного звукоряда находится в модусе с индексом К/С (по 1-м). Особый случай имеет место при развёртываниях до чётных Ц. Среди модусов здесь всегда имеется такой, числитель индекса которого равен знаменателю. Легко понять, что вся верхняя половина (1/2<м<1) такого модуса является изотетией его нижней (0<м<1/2) половины.

Обратимся к графическим материалам. Модусы тетической проекции могут быть представлены двумя разными способами, один из которых напоминает параллельный, а другой - одноименный способы различения тональностей в традиционной теории. На илл. 8а показана тетическая проекция континуума, развёрнутого до Ц=2, вместе с "параллельными" (т.е. не меняющими наклонов тетических линий) модусами. На илл. 8б те же модусы представлены "одноименно" (т.е. тетическим линиям тоники всякий раз приписывается вертикальное положение). /33/

Можно видеть, что при "параллельном" представлении (илл. 8а) тетическая линия тоники распознаётся по амфитетии, т.е. по параллельной ей тетической линии, идущей от дискантового конца оси Л. Модусы имеют вид параллелограммов, различаемых по углу при басовом конце оси Л. Величина углов наклона тетическх линий, принятых за тонику, определяется условием 1-4.1. Их наклон позволяет различать обращённые и необращённые элементы модуса. Первым соответствуют тетические линии, наклон которых меньше, вторым - тетические линии, наклон которых больше, чем наклон самой тоники. Различсение обращённых и необращённых элементов при "одноименном" представлении (илл. 8б) непосредственно выражает условие 2-4.2 и не нуждается в пояснениях.

4.4. РАЗЛИЧЕНИЕ ИЗОТЕТИЙ. Если проигрывать гаммы изотетических звукорядов, то слух не обнаружит разницы. Ясно, что такой способ исследования не выявляет ладового синтаксиса. Результат такого распознавания можно назвать характером звукоряда, чтобы уточнить значение термина этос.  Последний выявляется лишь в мелосе. Несмотря на изотетию, например, слух легко отличает мелодию в автентическом мажоре от мелодии в плагальном мажоре. Это сопоставление возвращает нас к обсуждению различий между модальным звукорядом и спектром музыкального тона. Слух не воспринимает фазовых различий гармоник,
 поэтому изотетия спектра не может быть обнаружена аускультационно. При равенстве абсолютных амплитуд слух воспримет два изотетических спектра как тождество тембров. В контексте нашего обсуждения можно сказать, что тембровый слух способен различать лишь характеры. Различение этосов изотетий свидетельствует о том, что модальная ситуация предоставляет слуху более широкие возможности.

4.5. РАНГИ ЗВУКОРЯДА. Используя термин "temperaturae", Витрувий имел в виду небольшие отступления от пропорций, получаемых расчётами.
 С таким же содержанием термин "temperament" приходит в музыкальный лексикон в конце XV в.
 В дальнейшем его содержание становится несколько более определённым. Конкретизация идёт за счёт развития вычислительных методов, обосновывающих практику настройки инструментов. Тем не менее термин "темперация" продолжает подразумевать эмпирические коррекции и Барбур, пытающийся выяснить его точное значение, находит выход лишь в определении темперированных интервалов.

Пользуясь понятиями развёртывания и модуля, мы получаемвозможность для более определённых высказываний.Ранее упоминалось, что развёртывание по м=Т/У, где Т и У - целые числа, приводит к целочисленным Л, что означает завершение полного цикла развёртывания. Ясно, что при Ц=у амбитус поделен на Ц равных интервалов. На самом деле такая равномерная разделённость наступает на один этап раньше (т.е. при /34/ Ц=У-1). Назовём амбитус, полученный при этих условиях, экваблом, а амбитус в момент завершения полного цикла развёртывания - кроссингом.

На илл. 9а сечение по м=1/2 является экваблом. На илл. 9б оно стало кроссингом. Отметим, что в кроссинге появились пересекающиеся тетические линии - обстоятельство, невозможное в экваблах. Отметим также, что на илл. 9в число пересекающихся тетических линий в кроссинге по м=1/2 увеличилось, хотя число и величина интервалов остались прежними. Кроссинг не меняет числа и величины интервалов эвабла, на коитором впервые произошло его образование, сколько бы ни шло развёртывание в дальнейшем. Усложняются лишь окрестности кроссинга.

[image: image9.jpg]


Илл. 9
Закономерности образования экваблов и кроссингов очевидны и могут быть изложены в виде следующих условий:

1) На Ц-м этапе развёртывания экваблы образуются в стратиграфических сечениях, модули которых соответствуют м=Т/(Ц+1) и дробь Т/(Ц+1) не сокращается.

2) В тех же условиях стратиграфические сечения по м=Т/(Ц+1), где дробь Т/(Ц+1) сокращается до т/у, являются кроссингами, образовавшимися на у-ых этапах развёртывания.

Обсуждая 12-ти и 24-ступенную равномерные темперации октавы, теоретики действуют так, словно себетождественность этих понятий гарантирована. Между тем из условия 1-4.5 следует, что существуют 4 разных 12-ти и 8 разных 24-ступенных темперации, причём в обоих случаях имеются не только зеркальные синтаксисы.

Назовём квазиэкваблом такое стратиграфическое сечение, которое имеет рациональный м, но при данномобъёме развёртывания ещё не стало экваблом. Зная условия образования экваблов, мы можем сопоставлять квазиэкваблы в исчисляющих контекстах.
 Введём для этого понятие ранга, оцениваемого числрм этапов развёртывания, которое требуется для того, чтобы квазиэквабл стал кроссингом. Обозначим ранг квазиэквабла как Р, тогда:

3) Р=У-Ц, если континуум развёрнут до Ц и м=Т/У.

В континууме, развёрнутом до Ц=1 (илл. 9а), квазиэкваблы по м=1/3, м=2/3 имеют Р=2. При Ц=2 (илл. 9б) их Р=1, т.е. они стали экваблами, а при Ц=3 (илл. 9в) их Р=0. Сечение по м=1/2 при Ц=1 является экваблом. При Ц=3 оно имеет Р=-1. Отрицательный ранг соответствует "старому" кроссингу. В заключение отметим, что стратиграфические сечения по иррациональным м при любых Ц имеют Р=∞. Однако ранее нам удалось показать, что развёртывание по близким м может давать тождественные динамические условия.

4.6. ЛАДОВЫЙ СИНТАКСИС В КОНТИНУУМЕ. В полной аналогии с одномерным звукорядом традиционной теории его двухмерный эквивалент - тетическая проекция - не позволяет видеть динамические события. Рассматривая ветвь трёхмерного /36; на с. 35 илл. 9/ континума от баса до дисканта, мы получаем динамическую проекцию, двухмерный эквивалент "квинтовой спирали" или, точнее говоря, оси Ц.

Стопка чертежей в качестве трёхмерного графика неудачна лишь в одном отношении: она ограничена в направлении оси Ц. Вообразим, что каждый лист может быть неограниченно вытянут в этом направлении, тогда наш трёхмерный график станет вполне удовлетворительным. Каждый из чертежей может быть доведён до сколь угодно больших значений Ц. Припомнив обсуждение динамическихфигур, читатель может заметить, что в столь долгих развёртываниях нет необходимости, если мы ограничим своё рассмотрение лишь теми их этапами, на которых образуются динамические фигуры без свободных позиций. Так возникает вопрос о синтаксическом ограничении континуума в направлении оси Ц.

Отвечая на него, придётся рассмотреть комбинаторные условия всех тесных структур по 0<м<1 и при сколь угодно возрастающих Ц. Изложение хода этой работы оказалось бы слишком пространным и, опуская его, представим себе, что мы располагаем всей необходимой информацией. Вновь разберём пачку и, обрезая каждый лист на том значении Ц, гле представленное на нём развёртывание перестаёт давать динамические фигуры без свободных позиций, восстановим прежний порядок. Результат в стереометрическом виде представлен на илл. 10.
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В ходе этих процедур мы обнаружим, что самый нижний лист (м=0) придётся оставить бесконечным. Последующие листы начнут становиться всё более короткими так, что лист по м=1/18 будет обрезан уже на Ц=36 (именно на этом месте мне пришлось оборвать изображение континуума, чтобы уместить его на илл. 10). Далее пойдут всё более утолщающиеся слои всё более укорачивающихся чертежей, пока мы не дойдём до листа по м=1/4. С этого момента и до листа по м=2/5 длина чертежей останется одинаковой (Ц=6).

Лист по м=2/5 имеет длину Ц=10. Дальнейшее удлиннение листов пойдёт ускоряющимися темпами, пока мы не дойдём до листа по м=1/2. Его также придётся оставить бесконечным.
 Все дальнейшие события окажутся точным повторением описанных, но в обратной последовательности. Итог известен по илл. 10. Это позволяет формулировать условия синтаксической стратификации континуума только для его нижней половины. За счёт симметрии Дв и Дн (причины ясны из илл. 11) те же формулировки можно отнести к верхней половине континуума. При этом условие, справедливое для 0<м<1/2, справедливо для 1-м.

Динамические фигуры ладового синтаксиса делятся на две разновидности. В одной все позиции совмещены с контуром (напр., гармонический тетрахорд, илл. 4, 1/1). Некоторые позиции второй разновидности совмещены с диагональю (напр., мажорный лад, илл. 4, 1/5). Первую разновидность можно назвать контурными, вторую - диагональными фигурами. /37/ Отметив это различие, запишем первое условие: 

1) Контурные фигуры образуются при м=1/а, диагональные фигуры образуются при м=а/(2а+1); а - любое число натурального ряда. 

Мы видим, что контурные фигуры образуются при любых м, тогда как диагональные - лишь при 1/3<м<1/2. 

Назовём модальным слоем континуума все тесные структуры по близким м, в которых ладовый синтаксис сохраняется до одних и тех же значений Ц. Тогда длина слоя равна величине Ц, при которой этот предел наступает, а толщина слоя - интервал значений м, для которого эта длина остаётся действительной. Остальные условия получают следующие формулировки:

2) Для контурных фигур толщина слоя равна 1/а(а-1), т.е. 1/(а-1)>м>1/а; длина слоя равна 2(а-1); в любой тесной структуре число контурных фигур равно а2. 

Это условие не /38/ выполняется лишь для а=1 и а=2 (т.е. при ранее упомянутых случаях м=0, м=1/2, м=1).

3) Для диагональных фигур толщина слоя равна 1/(4а2-1), т.е. а/(2а+1)>м>(а-1)/(2а-1); длина слоя равна 2(2а+1); общее число динамических фигур без свободных позиций в любой тесной структуре такого слоя можно представить как 11+Σ, где Σ - сумма всех 2σ+1 и σ -все числа натурального ряда, не превосходящие а.

Эти условия показывают, что не все динамические фигуры в пределах модального слоя не имеют свободных позиций. Индексы динамических фигур ладового синтаксиса поддаются вычислению способом, который, по аналогии с треугольником Паскаля, можно назвать пифагоровым ромбом.
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   ТАБЛИЦА 1

Опуская выведение его закономерности, я привожу табл. 1, которая даёт хорошее представление о том, как от слоя к слою меняются условия. /40; на с. 39 таб. 1/ В каждом слое указаны все индексы фигур ладового синтексиса, причём индексы контурных фигур подчёркнуты. Число модальных слоёв бесконечно велико и в табл. 1 приведены лишь те из них, которые расположены в ближайшем соседстве с м=1/3 (соотв., с м=2/3). По условию 1-4.6 это сечение отделяет слои с диагональными фигурами от слоёв, не содержащих таковых. Принцип появления новых индексов в последующих слоях очевиден. К сожалению более подробное осуждение табл. 1 выходит за пределы возможностей настоящей статьи. Отметим лишь, что при В=2 модальный слой 2/5<м<3/7 (соотв., 4/7<м<3/5) включает квартово-октавную (соотв., квинтово-октавную) диатонику.

4.7. ИЗОДИНАМИЯ. Вернёмся к трёхмерному графику, обсуждавшемуся в 4.1. Вновь раберём чертежи и, ставя на правых кромках листов метки на тех значениях Ц, на которых изображённые на них тесные структуры заканчивают полные циклы развёртывания, восстановим прежний порядок пачки. То, что после этого будет представлять собой её правая сторона, можно назвать динамической проекцией, рассмотренной от дисканта в связи с распределением метатетических величин ц. На илл. 11 эта проекция показана до Ц=20. Напомню, что число ступеней может быть только целым (Ц- целое число). Поэтому всё, что интересует нас в динамической проекции, происходит на ординатах, идущих через Ц, но не между ними. Подобно тетическим линиям, эти ординаты являются одномерными эквивалентами позиций оси Ц в тесной структуре. 
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  Илл. 11

В 4.5 мы выяснили, что получение целочисленного мЦ, т.е. возвращение к Л=0 наступает на Ц-м этапе развёртывания для всех м=Т/У, где У=Ц. Из этого следует условие:

1) Ц-я ордината динамической проекции разделена моментами появления целочисленных мЦ на Ц равных частей.

Такие моменты изображены на илл. 11 жирными точками. Линиями соединены точки с одинаковыми мЦ. По уравнениям (1б, 3) известно, что мЦ=ц+Л. Но в обсуждаемых точках Л=0, т.е. мЦ=ц. Следовательно, соединающие их линии могут быть названы изометатетическими. Они являются гиперболами с модульной осьюи осью Ц в качестве ассимптот. Если изометатетическая линия соответствует ц, то следующая за ней - соответствует ц+1. Ясно, что любые мЦ между этими линиями отвечают условию ц<мЦ<(ц+1). Из этогоследует, что на любом месте участка любой ординаты, заключённого между ц-й и (ц+1)-й изометатетическими линиями, динамис будет одним и тем же (он соответствует Дв). Иначе говоря:

2) Изометатетические линии делят динамическую проекцию на изодинамические пространства. 

Через те же точки на илл. 11 можно провести вторую серию гипербол. Первые две из них показаны пунктиром. Они являются изометатетическими линиями по (м-1)Ц и также делят проекцию на изодинамические пространства. Динамисы /41/ участков ординат, заключённых между каждой парой таких соседствующих линий, имеют отрицательные значения. Так они выглядят из ветви континуума, имеющей высотную характеристику на 1 больше, чем изображённая на илл. 11. В последней они имеют вид Дн. Мы видим, что результат наблюдения динамической проекции также зависит от выбора позиции наблюдения. Смещение этой позиции к басу или дисканту имеет знакопеременный эффект.

4.8. ПОТЕНЦИРОВАНИЕ КОНТИНУУМА. Пока основанию В не придано конкретного значения, тетическая проекция представляет собой абстрактный принцип деления целого. Развёртывая континуум сколь угодно далеко, мы получаем любые возможные виды комбинирования сколь угодно большого числа частей целого. Последовательно принимая за модульную ось каждую из имеющихся при данном Ц ттических линий, мы получаем все модусы континуума, развёрнутого до Ц-го этапа. Это даёт полную уверенность в том, что своим рассмотрением мы охватываем все сучаи, возможные в данных условиях.

Выбирая конкретную величину В, мы придаём континуума размерность. Всё вышеизложенное остаётся справедливым, но лишь до тех пор, пока сохраняется данное значение В. Те же рассуждения справедливы и для континуума по В/. Но полное подобие условий в обоих континуумах - не тождество. Если В>В/  так, что В/  может считаться частью В, то нет оснований считать континуум по В/ частью континуума по В. При любой величине основания континуум является своим собственным целым.

Тетическая проекция - логарифмическое пространство. Потнцируя её, мы получим пространство вещественных чисел. Такую потенцированную тетическую проекциюможно применить в качестве грифа струнного инструмента, порожек которого выполняет роль модульной оси, ладки идут по тетическим линиям, а струны направлены параллельно звуковысотной оси. Тогда любая струна оказывается стратигрфическим сечением, музыкальные свойства которого определяются её положением на порожке и могут быть непосредственно исслекдованы игрой и прослушиванием.

* * *

Первая часть окончена. Вво второй части будут изложены и обсуждены результаты экспериментальных исследований, проведённых на основе только что изложенных соображений. Кроме того будет рассмотрен случай, когда переменной становится величина В. Получаемая этим форма упорядочивает трёхмерные континуумы и может быть названа четырёхмерным континуумом. По-видимому, четырёхмерный континуум является окончательным решением задачи о модальном звукоряде. /42/
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